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Uber Gewebe auf- Flichen in dreidimensionalen
allgemeinen metrischen Riumen.

Von

Gerhard Griil in Berlin.

<

Die Theorie der Kurven und Flichen in allgemeinen metrischen
Réumen ist in den Grundziigen ausfiihrlich von Herrn Finsler?) und auf
anderem Wege von Herrn Berwald?) entwickelt worden, wihrend die ersten
Ansitze dazu sich schon bei Bliss, Landsberg und Synge®) finden. Die
Untersuchungen von Herrn Berwald und Finsler sind indessen so allge-
meiner Natur, da8 die Anwendung der dort entwickelten Methoden auf
ein spezielles differentialgeometrisches Problem als Ergénzung der allge-
meinen Theorie Interesse zu verdienen scheint. Einen solchen Beitrag
liefert die vorliegende Arbeit, und zwar beschiftigt sie sich mit den ,Ge-
weben“ oder ,Kurvennetzen ohne Umwege“ auf Flichen im dreidimensio-
nalen allgemeinen metrischen Raum. Ihre Untersuchung eignet sich des-
.halb besonders als ein erstes Beispiel zur allgemeinen Theorie, weil man
zuniichst nui¢die elementarsten Begriffe, Bogenlinge und Winkel, benutzt

1) Paul Finsler, Uber Kurven und Flichen in allgemeinen Riumen, Inaugural-
Dissertation, Gottingen 1918.

2) L. Berwald, Uber Paralleliibertragung in Réumen mit allgemeiner MaBbestim-
mung, Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 34, Heft 9—12, 8. 213ff. Untersuchung der
Kriimmung allgemeiner metrischer Riume auf Grund des in ihnen herrschenden
Parallelismus, Math. Zeitschrift 25 (1926), S. 40ff. Uber zweidimensionale allgemeine
metrische Raume, L Teil, Journ. . d. r. u. ang. Math. 156, Heft 3, II. Teil ebenda Heft 4.

3) G. A. Bliss, A generalization of the notion of angle, Trans. of the Amer. Math.
Soe. 7 (1906). G. Landsberg, Uber die Totalkriimmung, Jahresber. d. Deutsch. Math.
Ver. 16 (1907), 8. 86 und: Kriimmungstheorie und Variationsrechnung, Math. Annalen
65 (¥908), §. 313ff. J. L. Synge, A generalization of the Riemannian line-element,
Trans. of the Amer. Math. Soe. 27 (1925), 8. 61£.

" Vgl. auch L. Berwald, Uber die erste Kriimmung der Kurven bei aligemeiner
MaBhestimmung, Lotos, Prag, 67/68, S. 52f. ' P. Funk und L. Berwald: Flicheninhalt
und Winkel in der Variationsrechnung, ebenda S. 45 ff.

Mathematische Annalen. 100, 4 J 1



-

2 o G. GriiB.

und so die Wirksamk:ait der Theorie an einer Grundaufgabe priift, anderer-
seits aber auch kompliziertere Fragen ankniipfen kann. Die Arbeit bedient
sich der Finslerschen Theorie, die sich fiir das vorliegende Problem als
wirksam erweist: es zeigt sich, daB in ihrem Rahmen die Sitze iiber
Gewebe auf Flichen im Euklidischen Raum beim Ubergang zu einer
allgemeinen MaBbestimmung im groBen und ganzen erhalten bleiben, so-
weit sie nichts iiber die Kriimmung der Gewebekurven aussagen.

Ob sich dasselbe mit Hilfe der Berwaldschen Theorie erreichen liBt,
moge einstweilen dahingestellt bleiben; gewisse Griinde scheinen mir da-
gegen zu sprechen, daB eine Verallgemeinerung der Gewebetheorie in so
einfacher Weise moglich ist wie im AnschluB an die Theorie von Herrn
Finsler.

Dagegen scheinen sich die Kriimmungseigenschaften der Gewebe nicht
ohne weiteres iibertragen zu lassen.

Die Einordnung der Satze iiber ,Gewebe“ bei Riemannscher Mag§-
bestimmung in den allgemeinen Rahmen, der hier gegeben wird, deckt
einige vielleicht nicht uninteressante Zusammenhinge auf.

I

Im Raum {z, y, 2} wird durch das Grundintegral eines einfachsten
regulidren Variationsproblems eine MaBbestimmung eingefiihrt: das Bogen-

element der Kurve {z (1), y(t),2(¢)} ist

dx dy 4
(1) ds = F(2(), y(1), 2(8), G5 55s 35) A3

die Bogenlinge einer Kurve {u(t), v(¢)} auf der Fliche
(2) z=z(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v)

wird durch das Integral

ox d ox d
(3) s=fF(x(u,v),...,%%—%%d—f,...)dt

du dv
=ff(ua v)'{f{: E’”t') dt
gemessen.

Beim Ubergang von den Parametern #, » zu anderen Parametern #, 7
durch die in einem Bereich % (u, v) regulire Transformation

u=u(ﬁ, 5) a(u:’”)
{v:v@ﬁf 5@, 10

(4)
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Gewebe auf Flichen in allgemeinen Riumen.’ ) 3

geht das Bogenelement der Flichenkurve tiber in

du dv
ds=f ( (7), 5 (1), d':, dz) dr.
Die Funktion f(u, v, %, g;v
Substitution (4) hervorgehenden Funktionen sind hinsichtlich der Lingen-
messung auf der Fliche gleichwertig; da auch die anderen geometrischen

GroBen (Winkel, Kriimmung usf.) invariant gegeniiber der Substitution

du ﬁ) die ,MaBbestimmung¥

) und alle aus ihr durch eine regulare

(4) definiert werden, kann man f (u v, 7o
der Fliche nennen.

. . du dv

Die Funktion f (u, R

Sie sei definiert fiir alle u, v eines Bereiches, auf dessen Untersuchung
_dw , dv
VT @

) moge folgende Voraussetzungen erfiillen:

wir uns beschrinken, und fiir alle »’ mit Ausnahme des
Wertepaares ' =0, v»'=0.

Sie sei definit und speziell 40 in dem Bereich.

Sie sei positiv homogen erster Ordnung in bezug auf «’/, v’

Sie besitze stetige partielle Ableitungen gentigend hoher Ordnung
nach allen Variablen.

Der dritten Voraussetzung zufolge gelten die Gleichungen

flu,v, ku', ko) =kf(u, v, o, v")

f(u v, kw', kv')= af(u v,u,v") (a=u,v") E>0
——ﬂ(u, v, kw', kv') = % aiafﬂ (w,v,u',v")  (&,f=1u',v)

, B o 6* 1 @ 1 8°

WL SE— fi g k= e s = e = 0,0, ).

Samtliche tiber f(u,v, ', v") gemachten Voraussetzungen sind auch
fir die aus f durch Anwendung von (4) erzeugten Funktionen erfiillt.
Durch die Gleichung

(6) Ch ,(u v, U, v')+dv S(u, 0,4, 0") =0

wird dem gerichteten Linienelement {u, v, u’dt, v’dt} das transversale
Linienelement zugeordnet: {# = %,% = v, d#, d%}. Sind %’ und »' durch
die Differentialgleichungen %' =u’(u, ), o’ =o’'(u,v) einer einpara-
metrigen Kurvenschar als Funktionen des Ortes auf der Fliche gegeben,
dann stellt Gleichung (6) die Differentialgleichung der Transversalen der
ersten Kurvenschar dar; ist diese speziell eine Schar von Extremalen des
Variationsproblems

123
8 ff(u,v,u,0")dt=0,
P "



4 G. GriiB.

also eine Schar von oo Integralkurven der Euler-WeierstraBschen Diffe-
rentialgleichung

’ ’ ” ”N\ [ 7,0 a?f a?f
(1) G(u,v, 9,0, 4", 0")=(u'v"—v'u )f1+m—m=0,
dann schneiden die Integralkurven der Gleichung (6) auf den Extremalen
Kurvenstiicke ab, fiir die das Integral

Jfu,v, o', 0")dt
denselben Wert hat., Mit anderen Worten: die Transversalen einer Schar
geodiitischer Linien (im Sinne der MafBbestimmung f) sind geodétische
Aquidistante*).

Den Winkelbegriff hat Herr Finsler?) der allgemeinen Mafbestimmung
folgendermaBen angepaBt: Der Cosinus des Schnittwinkels ¢ der Kurven
O und I' ist gleich dem Grenzwert des Verhéltnisses der transversalen
Projektion auf C einer auf I" abgetragenen Bogenlinge zu dieser Bogen-
linge selbst, fir den Fall, daf die projizierte Bogenlinge gegen Null
konvergiert. ,Transversale Projektion“ soll heiBlen, daB die projizierende
Kurve Transversale von C ist. Aus cosg folgt ¢ durch die Bestimmung,
daB |p| moglichst klein und signe willkiirlich ist. Herr Finsler zeigt,

daB cos 0T = cos I'C nur fiir den Fall der Riemannschen MaBbestimmung
f=VEu?F2Fu' v + Gv"® gilt, oder wenn sich die Kurven ¢ und I

berithren: dann ist cos OI'= cos 'O =1. Da wir es hier mit einer allge-
meinen MaBbestimmung zu tun haben, und auch von Null verschiedene
Winkel auftreten werden, muB eine Verabredung getroffen werden, aus der
hervorgeht, welcher von den beiden Schenkeln eines Winkels jeweils zu
bevorzugen ist. In den folgenden Untersuchungen spielen meist nur Paare
von Winkeln eine Rolle, die einen Schenkel gemeinsam haben. Demgemifl
verabreden wir, daB bei solchen benachbarten Winkeln der gemeinsame
Schenkel bevorzugt sein soll: seine Transversale soll die projizierende
Kurve sein, auf den anderen Schenkeln werden die zu projizierenden Léingen
abgetragen. Wir wollen dafiir kurz sagen: ,Die Winkel werden zum
gemeinsamen Schenkel hin gemessen.“ Wenn ausnahmsweise auch einzelne
Winkel auftreten, wird die Abhingigkeit von der Reihenfolge der Schenkel
beachtet werden.
Sind die Gleichungen der sich schneidenden Kurven

(©): u=uy(t), o=2,(1)

4) Vgl z. B. A. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, 2. Aufl. 1925, S. 1384,
sowie C. Carathéodory, Acta Math. 47 (1925), Heft 3.
5) Fingler, a.a. 0. 8. 38£.



Gewebe auf Flichen in allgemeinen Riumen. 5
und
(I): u=1n,(7), ©=0v,(7),

und ist @ der von der Kurve (I") zur Kurve (C) hin gemessene Winkel, dann
ist nach der Finslerschen Definition )

(8) uy fur (w, v, uf, v{) + vl Fo (u, v, uf, v§) ( s fy = f)

CosP= F(w, v, 4, 00) v

Man bemerke, daf der Winkel zwischen zwel Richtungen derselbe ist,
wenn man ihn im Sinne der Mafbestimmung f und in dem der MaBbe-
bestimmung P (%, v)-f (P = 0) mift. Im folgenden wird verschiedentlich
ein solcher ,Multiplikator“ P benutzt werden, der eine Funktion allein
des Ortes auf der Fldche ist. Er soll durch die Forderung bestimmt
werden, dall eine beliebig vorgegebene Schar von oo! Kurven eine Schar
geodatischer Linien ist im Sinne der MaBbestimmung P (u, v)-f (%, v, %', v’).
Die Frage nach diesem Multiplikator P(u, v) ist also ein spezieller Fall
des von Darboux?) allgemein gelosten ,inversen Problems der Variations-
rechnung®. Sei die Kurvenschar durch ihre Differentialgleichungen

%) Die GroBe cosg liBt sich an der Eichkurve der f-Geometrie, d. h. der
Indikatrix des zugehoérigen Variationsproblems, geometrisch deuten. Ihre Gleichung
ist bei u/=1&, v’=1% in kartesischen Koordi-
naten f(u,v,&,7)=1, wobei 1> 0 aus dieser
Gleichung folgt, oder in Polarkoordinaten
(ecosd =&, psind=9) f(u,v, cosd, sind)
=1, p; wund v sind Parameter. Der Cosinus des
von der Richtung («’,v") zur Richtung (u}, v{)
gemessenen Winkels ¢ ist bei (s. Figur)

w =2&=129cos?, v =1lnp=12psind,
uy =AoEy= 150,008 %y, vf= L= Ayg,sin B,

008 @ = E-fz (50, 70) + 0+ 1y (B0 7o) »
008 @ = V12 (&, 10) + 1y (0> 70) -0 (£,7) coscz.

Wegen &-frtn-fp=1 ist Vf&g (05 710) +f'}z(50»’70) =1, 0(&,mn,) cos¢ und endlich
cosp=Q0:0,0. Wenn die Indikatrix iiberall konvex ist, folgt aus ¢ =0 @ =@, und
P = P,: Zwei Linienelemente sind identisch, wenn sie den Winkel Null bilden. Ist die
Indikatrix nicht durchweg konvex, dann gilt dies nur bei Beschrinkung auf eine
geniigend kleine Umgebung der einen Richtung. Herr Finsler macht diese Einschrin-
kong nicht. Die Konstruktion der Transversalenrichtung ist eindeutig; die Konstruk-
tion zweier Richtungen, die mit einer gegebenen Richtung einen vorgeschriebenen
Winkel bilden, nar dann, wenn die Indikatrix konvex ist; Entsprechendes gilt fiir die
Konstruktion der Winkelhalbierenden zweier Richtungen.

%) Darboux, Théorie des surfaces 8, Nr. 604, 605. O. Bolza Vorlesungen iiber
die Variationsrechnung, S. 87.




d ’

E;—L =u'(u, v)
(9) io

Fr =9 (u, “U)

gegeben, wobei ¢ einen beliebigen Parameter auf den Kurven bedeute. Die
Integralkurven dieser Gleichung sind dann und nur dann geoditische
Linien im Sinne der MaBbestimmung P-f, wenn ihre Gleichungen die
Euler-WeierstraBsche Differentialgleichung (7) @ = 0 befriedigen, in der f
durch P-f zu ersetzen ist. Sie stellt folgende partielle Differentialgleichung
fir P dar:
T g 00 , (00 ou" o 0 a°f %f
P(u’?J).{fl :_u ‘87+u v (3—7)— wﬁ} —v 2??7)—] + v 0w au'a»}

0P of _ 0P of _ g

6u dv'  bv 0w
oder

P 6P
(10) G-P(u, v)+ 5 fy —%—J~fu,=0,
wobei in G die Funktion f einzusetzen ist. Sind die Integralkurven der
Gleichung (9) Extremalen im Sinne der MaBbestimmung f, dann folgt
aus (10) und (6)
9P, | 4P, o

lings der Transversalen der Kurvenschar, d. h. die Kurven P = konst.
sind Aquidistanten im f-Sinne, was unmittelbar einlenchtet.

II.

Entsprechend der Definition der Kurvennetze ohne Umwege auf Flichen
im Euklidischen Raum?®) wird der Begriff der Gewebe beim Ubergang zur
allgemeinen MaBbestimmung (3) folgendermaBen gefaft: Ein Kurvennetz
heifit ,ohne Umwege im Sinne der MaBbestimmung 7% oder kurz ein
f-Gewebe, wenn die im f-Sinne gemessene Bogenlinge eines beliebigen
geschlossenen nur aus Netzkurven bestehenden Weges null ist, oder, was
offenbar dasselbe ist, wenn die auf Kurven des Netzes gemessene Ent-
fernung irgend zweier Punkte unabhingig ist von der speziellen Wahl des

%) Ausfiihrliche Literatur vgl. G. Scheffers, Einfiibrung in die Theorie der Kurven
in der Ebene und im Raum, 2. Aufl, 1 (1921), 8. 181. Der Name ,Kurvennetz ohne
Umwege“ zuerst bei G. Scheffers, Ebene Kurvennetze ohne Umwege, Berichte iiber die
Verh. d. Kgl. Sdchs. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, math.-phys. K1, 57 (1905), 8. 353.
Die charakteristische Eigenschaft dieser Netze kommt schon vor bei R. Rothe, Be-
merkungen iiber ein spezielles krummliniges Koordinatensystem, Sitzungsber. d. B. M. G.
1 (1902), 8. 47.



Gewebe auf Flichen in allgemeinen Riumen. 7

verbindenden Weges. Voraussetzung ist dabei, daf die Netzkurven in be-
stimmter Weise orientiert sind: beim Durchlaufen der Kurven im einen
oder anderen Sinne ist die Bogenlinge positiv bzw. negativ zu zihlen, was
stets moglich ist, da f(u, v, ', v’) definit ist. Das Netz

u=u(e, ) w, ®
<11) { =’0(0¢,,5), géu,ﬂ; =i=0

ist also dann und nur dann ein Gewebe, wenn fiir jeden geschlossenen
Weg aus Kurven « = konst. bzw. g = konst.

fdsa’ﬂzf[f(u, ”’Z-Z" :—:)du—]-f(u, v, g%, g—;’—)dﬁ] =0
O ©

oder
ou 00\ 0

0 0 0
(12) Jsa_gf(u,v,@—,ﬁ)—a—ﬁf(u,v,%,a—c"i):o

gilt. Eine leichte Rechnung zeigt, daB diese Bedingung mit der von Herrn
Rothe?) angegebenen iibereinstimmt, wenn

flu,v,u,v)= VEw?+2Fu'v' + Gv'?
ist. Die Integrabilititsbedingung 1aBt sich durch Einfihrung der Winkel-

halbierenden
=qu,(t, A
v=10,(t, 4)

der Netzkurven auf eine fiir die Untersuchung der Gewebeeigenschaft
brauchbarere Form bringen. Dabei hat man unter den Kurven (13) ent-
sprechend der Finslerschen Winkeldefinition und der Verabredung, die
Winkelpaare zum gemeinsamen Schenkel hin zu messen, die Integralkurven
folgender Differentialgleichung zu verstehen:

®
uafu' (u9’v)u<(3 "JC{)"’”afv' (u, v’u(’): 'Uf:) uﬁfu’(’“:v’ ué:”é) +”ﬁfv'(u:”x'”'6> '”l;)

(14) f (%,9,u,,9,) - f{u,v,up,vp) ’
in der
o e’ e Py’ 808" BB

den Gleichungen (11) zufolge Funktionen von % und v sind. Wegen der
positiven Homogenitdt nullter Ordnung von fs, f,; hinsichtlich w’, v’ erhilt

man aus (14)
ey A(u,v)

dv,

9% R. Rothe, Uber die Bekleidung einer Fliche mit einem Gewebe (,Kurvennetz
ohne Umwege*), Sitzungsber. d. B. M. G., VIL Jahrg. (1907), 1. Stiick, S. 15.
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wo A(u,v) eine i. a. mehrdeutige Funktion des Ortes (w, v) bedeutet; der
Grad der Mehrdeutigkeit ist, wenn die MaBbestimmung in den Variablen
«' und ' algebraisch ist, die von Landsberg!®) eingefiihrte charakteristische
Zahl des Feldes. In dem vorliegenden Falle geniigt es, einen eindeutigen
Zweig Ay(w,v) von A(w,w) herauszugreifen und durch Integration der
Gleichung

dit,

dv, Ao (%, v)

in einem Bereich der %-v-Ebene, in dem 1(u,») keinen Verzweigungs-
punkt besitzt, eine Schar von Winkelhalbierenden des Netzes zu kon-
struieren, die durch Gleichung (13) dargestellt sein moge. Der Winkel o
zwischen den Kurven (13) und den Netzkurven, der der ,halbe Maschen-
winkel“ des Netzes heillen soll, ist eine durch die Gleichung (14) wohl-
bestimmte Funktion von % und »:

Yo fur (U, 0, w5, 08) + . .. g fur (4,0, %4,9§)+ ...

f(u:v;ua:'va) o f(u:’vyuﬂa”ﬁ)
Man filhre nun in die Integrabilititsbedingung (12) aus Gleichung (15)

(15) oS @ =

1

f(%s 0, Uay 0a) = oo [a fur (%, ¥, U5, ¥6) + a for (% 0, %, 05)] 5
1

f(?l», v, uﬂ: ?)ﬂ) = 008 @ [uﬂ fu'(u: v, u(;, ’Dé) + vﬁfu'(u: v, u(;: ?)(’))]

ein; so erhdlt man nach leichter Zwischenrechnung

RACHD)) [G(’uo, %)

(e, f)L cosw
worin G (u,, v,) die linke Seite der Gleichung (7) ist, genommen fiir die
Funktionen w = u,(#, A), v=1v,(¢, 4), d. h. fiir die Winkelhalbierenden.
Wegen .

dw ow d 1 \7
+ (a—u for (w2 9, 45, 98) — 5 fur (0, 0, 4G, vé))g;; (cos m)j

a(u, v)
3(e, 8)

1
€08 @

+0

geht, wenn noch

=p(u, )

gesetzt wird, die Integrabilitdtsbedingung (12) iibe; in

A7) p-G(u,, ) "!"Z—f:f‘v’ (u, v, 4§, v) — -aa—sz(u, v, Ug, 95) = 0.

Fiir die eben durchgefiihrte Umformung der Gleichung (12) ist cosw == 0

1y G. Landsberg, Uber die Kriimmung in der Variationsrechnung, Math. Annalen
65 (1908), S. 821,
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in dem ganzen Bereich erforderlich. Dies ist indessen sicherlich erfiillt,
da aus cosew =0

Uafur (« oo gy ¥4) + Valo (oo %5, 5)=0,

upfu (- g, v0) + vpfo (... ug, v5) =0

und weiter
?(w, v)
o (e, ) o

folgen wiirde, weil f, und f, wegen f==0 nicht zugleich verschwinden
kénnen.

0

Die vorbereitenden Betrachtungen mogen durch die Einfiihrung einiger
neuer Bezeichnungen abgeschlossen werden, die eine kiirzere Formulierung
der Resultate gestatten.

1. In jhrem Schnittpunkt schlieBen je eine «-Kurve und eine g-Kurve
des Netzes (11) den gleichen Winkel w mit der durch den Schnittpunkt
gehenden Kurve der Schar (13) ein. In seiner Nihe sind die «- und
B-Kurven also ,Spiegelbilder“ voneinander besiiglich der Integralkurve
{u,, v,} von (14). Dafiir werde kurz gesagt: Das «-f-Netz ist spiegel-
bildlich ') beziiglich der Schar {,, v,} der Winkelhalbierenden.

2. Weiter soll ein Netz (11), das zu der Schar

u=u,(t, 4), v=1yv,(t,4)
spiegelbildlich ist, beziiglich der Schar
u=wu,(7,B), wv=uwv,(7,B)

gestresft1?) heiflen, wenn der Winkel  lings der Kurven B = konst. kon-
stant ist.

3. Endlich denke man sich zu einer vorgegebenen Schar von co* Kurven
eine zweite Schar so konstruiert, daB ihre Elemente auf denen der ersten
Schar gleiche Stiicke im Sinne der MaBbestimmung f abschneiden; etwa
dadurch, daB man die erste Schar durch eine beliebige Kurve schneidet,
80 daB der Cosinus des Winkels stets &0, ==1 ist, und von der Schnitt-
kurve aus auf den Kurven der ersten Schar gleiche Lingen abtrigt und
dann entsprechende Punkte verbindet. Dann sollen die Kurven der zweiten
Schar schiefwinklige Aquidistante oder kiirzer schiefe Aquidistante der
ersten Schar heilen, wenn sie nicht zugleich Transversalen sind, andern-
falls schlechthin Aquidistante. Das Adjektiv ,schiefwinklig“ soll darauf

1) Vgl R. v. Lilienthal, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 2, S. 245.
12) Vgl. R. Rothe, Uber die Bekleidung einer Oberfliche mit einem biegsamen
unsusdehnbaren Netz, Sitzungsber. d. B. M. G. 5 (1906), 1. Stiick, 8. 9.
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hinweisen, daB die Gleichung (6) nicht erfiillt ist fiir die Linienelemente
der ersten und zweiten Schar, d. h. daB cosw <=0 ist, und ferner, daB
cosw == 1 ist.

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich folgende Sitze iiber gestreifte
Kurvennetze ohne Umwege aussprechen.

I1I.
Satz Ia. FEin 2u einer einparametrigen Extremalenschar
=u,(t, 4
v=10,(1, 4)
spiegelbildliches Netz
(19) u=1u(c,f)
v=v(e, §)

ust etn Gewebe, wenn es beziiglich der Transversalen

(20) {u=u‘ (5. B).
v =9, (7, B)
gestreift ist.

Satz Ib. Wenn ein Gewebe (19) zur Extremalenschar (18) spiegel-
bildlich ist, dann ist es beziglich der zu (18) transversalen Schar (20)
gestrezft.

Satz Tc. Wenn ein Gewebe beziiglich der Transversalen seiner Winkel-
halbierenden gestreift ist, dann sind die Weinkelhalbierenden Extrema{en.

Die Beweise folgen sofort aus den Gleichungen

(6) Aty fo (%, v, ug, V§) 4 dvs for (u, v, ug, v4) = 0
und
G (u,, ? 1 ,
J= S,:;;)O) + 5 F (cosa)\ fo (%, v,%,v0) — %(m) fur (w,v,u4,v5) = 0;
denn aus
(21) : G (25, 1,) = 0
und
o 1
(22) du <cosw)d + 5 v <cosm> dvl:o

folgt (17), (Beweis von Satz Ia).
Aus (17) und (21) folgt (22), (Beweis von Satz Ib).
Aus (17) und (22) folgt (21), weil
1 _ f(u: V, Ug, va)
o) +90

cosw U fur (- 4§, 0§) +vafor (. uf,

ist (Beweis von Satz Ic).




Gewebe auf Flichen in aligemeinen Riumen. 11

Der Inhalt des Satzes I kann durch einen geometrischen Beweis un-
mittelbar veranschaulicht werden, indem man die urspriingliche Definition
des Cosinus als Limes des Verhiltnisses zweier (verallgemeinerter) Bogen-
langen f ds= [ fdt benutat.

Um Satz Ia auf diesem Wege zu beweisen, zeigt man zundchst, daf
folgender Hilfssatz gilt:

Die Transversalen einer Extremalenschar schneiden auf den beiden
Kurvenscharen eines Netzes, das zur Extremalenschar spiegelbildlich und
beziiglich der Transversalenschar gestreift ist, gleiche Langen ab, d. h. sie
sind schiefe Aquidistante ,des Netzes.

Beweis. {u,(7,B), v,(v,B)} und {u,(v,B+dB), v,(r, B+dB)}
selen zwel benachbarte Transver-
salen, B bedeute den auf den Ex-
tremalen gemessenen Abstand der
ersten Transversale von einer will-
kiirlichen 0-Transversalen. Die bei-
den Kurven schneiden aunf zwei be- Fig. 2.
liebigen Kurven f=p§, und e¢=e,
des Netzes u=u(«, f), v=v (e, §) Bogenlingen f fdt ab, deren Diffe-
rentiale sind:

dr ou 0
dse = dsg=p, = 4B ibff (u (&, 1), v( By)s 5—2’ g%) do{‘ 4B,

d T
dsg = dsama, = 757 | [T (0, 8), (21, B)s j_j;- i—};) d8]dB,

wo die Integrale iiber die den Schnittpunkten der Transversalen mit den
Netzkurven entsprechenden «- bzw. f-Bereiche zu erstrecken sind. Hin-
sichtlich der Winkel w, und o, gilt

dB dB
(‘;OS(Oa=—‘Ea—, coswﬁ=%ﬁ—.

Aus der Voraussetzung o, = w, folgt

B, B,
a d
f Zﬁ[f f(u, v, ua,'va)doc]dB = f E[ff(u,v, Ug, Vg) dﬂ] dB,
B, B,
w.z. b.w. 5
Ebenso schlieBt man, daB die Transversalen gz

auf zwei Kurven ¢=e¢, und «¢=ge, des Netzes
gleiche Liangen abschneiden. Daraus folgt offensicht-
lich sofort, daB das betrachtete Netz ein Gewebe ist,
also der Satz Ia. Denn es ist s, - s, = 8, + s, fir
jedes einfache Netzviereck. Fig. 3.

S3
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Um auch (Ib) und (Ic) geometrisch zu beweisen, scheint man einen
Satz benutzen zu miissen, der insofern zu allgemein ist, als er von all-
gemeinen, nicht notwendig gestreiften Geweben handelt. Es liegt dies
daran, da die Voraussetzungen von (Ib): Das Gewebe ist spiegelbildlich
zu einer Extremalenschar, und (Ic): Das Gewebe ist zur Transversalen-
schar seiner Winkelhalbierenden gestreift — nicht geometrisch-anschaulich
interpretiert werden konnen. Man benutzt also den

Satz II. Die Transversalen der Winkelhalbierenden eines Gewebes
sind schiefe Aquidistante dieses Netzes.

Beweis. Die Winkelhalbierenden eines Gewebes geniigen der Glei-
chung (17), sie sind also, der Gleichung (10) zufolge, Extremalen des
Variationsproblems

A 2
ff(u, v,u', v ) p(u,v)dt =J AL Extr.,
121 ty

COS @

und ihre Transversalen sind geoditische Aquidistante im Sinne der MaB-

bestimmung ; also ist ldngs irgendeiner Transversalen, die wie oben

€Oos @
durch den Parameter B bestimmt sein mége,

t(B)
4 ff(u,v,um)dt _ fvug o) ac
4B 08 o - 08 @ dB
¢(By)

konstant, wobei @ der wohlbestimmte halbe Maschenwinkel des gegebenen
Netzes ist. Nach seiner Definition ist nun

dit
f(uo:”o:ué;”é)c‘lf
s = —m——s—
flu,v, % v)ﬂ
2 2 a> Ya dB

und auch

ar
F (10,0, 0, %8) 35

€0S @ = .
d

f(u: v, Ug, ’”ﬂ) d_g

Also folgt, daB f(u, v, u,, ?Ja)% und f(u, v, %, vﬁ)g—g— langs jeder Trans-

versalen konstant sind, d. h. aber, die Transversalen sind schiefe Aqui-
distante des Netzes. Sind die Winkelhalbierenden nun Extremalen (Voraus-
setzung des Satzes Ib), dann gilt auBer

do d
f(u,», UpsV) s F{u, 0, zzﬁ)z-% = konst.
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auch
r 0 42
f(uo’ Vg Ups 'Uo) 4B konst.

lings der Transversalen, also ist « lings dieser Kurven konstant, d. h. das
Gewebe ist gestreift. (Ib.)

Endlich Satz Ic. Die Transversalen sind geoditische Aquidistante
im Sinne der MaBbestimmung c—osl—m-f(u,v,u', v"), d. h. es ist

£y (5 A1), 0 (8, A, ug,95) dby £ (% (B A3), vo (85 A5}, 45, 00) 8y
c0S @, dB CcOS w, dB®
Da das Gewebe gestreift ist (w, = w, =...), sind die Transversalen im
Sinne der MaBbestimmung f selbst squidistant und also sind ihre Gefill-
kurven, namlich die Winkelhalbierenden des Gewebes, Extremalen'?).

IR

Satz I beschiftigte sich nur mit gestreiften Geweben: die Integrabili-
titsbedingnng zerfiel in zwei Gleichungen. Sieht man von dieser Moglich-
keit ab, dann erhilt man als Zusammenfassung der Integrabilititsbedingung
(17) und der Gleichung (10) folgendes Merkmal fiir allgemeine Gewebe:

Ein Netz ist dann und nur dann ein Gewebe, wenn seine Winkelhalbie-

renden geoditische Linien im Sinne der MaBbestimmung % flu,v,u',v")

sind, wobei  (u,v) den halben Maschenwinkel des Netzes bedeutet.
Satz II ist die geometrische Interpretation der im vorhergehenden
enthaltenen notwendigen Bedingung. Die hinreichende Bedingung 148t sich
folgendermaBen als Konstruktionsvorschrift fiir beliebige Gewebe geome-
trisch formulieren.
Satz III. Man konstruiere zu einer beliebig gegebenen einparametrigen
Kurvenschar

(23a) u="U(«, ) (C Scharparameter, « Parameter
v=V(e,O) auf den Kurven der Schar)
eine beliebige Schar schiefwinkliger Aquidistanien
(24) {uzu’(z’m
o=y (z,B),
bestimme mit Hilfe der Differentialgleichung
d ’ ’ ’
(6) d—t‘ (,) fur (w, v, 45, v5) + %Z—‘(u, ) for (%, 0,%,v5) =0

*3) C. Carathéodory, Die Methode der geoditischen Aquidistanten und das Problem
von Lagrange, Acta Mathem. 47 (1925), Heft 8.
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trgendeine Schar'*)

u=1u,(t,4)
(25) {v:vo(t,A),
deren Transversalen also die Kurven (24) sind, und suche die Kurvenschar
u=U(B,D
25b) U(5.D)
v=¥(8,D),

die mit (23a) zusammen spiegelbildlich zu (25) ist. Dann bildet das
Netz (23a, 23b) ein Gewebe.

Beweis, Zunichst bilden die Scharen (23 a, 23b) wirklich ein Kurven-
netz; denn da die Kurvenscharen (23a) und (23b) beziiglich der Schar
(25) spiegelbildlich sind, ist %%:%% eine von %—Z:% verschiedene Losung
der Gleichung

60, s BV,
U’ fut (s 00y 0o 8) 2 V' for () T (Moo 20020+ 5000 (%)
f(u,v,T0,7") ( 2u ﬂ) ’
AN Fi P

eine solche Losung U’: V' wird es, von speziellen Funktionen f abgesehen,
nur dann nicht geben, wenn

U 24
‘a'“"f‘u' (u(h Vo> u(;: /D(;) + 'a-&f’v'(uoa Vo> ’ll/(;, 'D(;) =0

ist, was durch die andere Voraussetzung, dafl die Transversalen der Kurven
{u,,v,} schiefe Aquidistante der Schar (23a) sind, ausgeschlossen ist.

Also ist
20UV  aVeU
8 T Yc o dadp +0,

und man kann daher das Kurvennetz (23a, 23b) so darstellen:

fu=u(ep)
l v=uv(e, f).

Um die Gewebeeigenschaft dieses Netzes zu beweisen, geht man so vor.
Auf den schiefen Aquidistanten %=, (7, B), v =7v,(r,B) der Kurven
u =u (e, =konst.), v=wv(a,f=konst.) fihre man als den die ein-
zelne Kurve charakterisierenden Parameter B den Kurvenparameter o der
Kurven § = konst. ein, und als Parameter v auf der einzelnen B = ¢ = konst.-
Kurve den Scharparameter S der anderen Schar. Das geschieht durch
Elimination von ¢ aus (26) und 7 aus (24), wodurch man g = g(u,v),

(26)

14) Hinsichtlich der Mehrdeutigkeit gilt dasselbe, was auf S.8 {iber die Kon-
struktion der Halbierenden eines beliebigen Winkels gesagt wurde.
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B = B(u,v) erhilt. Die Auflsung dieser Gleichungen nach u,v ist
wegen

ot O« 07 o
méglich und ergibt, wenn man noch B durch « ersetzt, die Gleichung
u=U(e, )
v="V(e, )

fiir die Schar f = konst. und ihre schiefen Aquidistanten « = konst.
Die Bedingung der schiefen Aquidistanz ist:

(27)

«

72U aV ' y 2U 2v
ff Y 5e e j UV 5 aa d“i
B= 82
fiir jedes «, 8, und fB,; also gllt
(28) 2T ), V(@ B). 55 B)s oo (¢, ) ) =0.

Um zu zeigen, daB die Scharen ¢ — konst. auf den Integralkurven
u=1u,(t,A4), v=10,(t,4)

der Differentialgleichung (>

oU v
—a?ﬂl' (u: ?), u(;’ ”(;) + 5_]9 fv" (u’ v, u(;: ’06) = O

gleiche Langenf ! —dt abschneiden, muB die Re-
lation
&
1 (95,455 %)
0 ﬁ : cc;)s (uo dt =

bewiesen werden, worin die obere und untere Grenze Funktionen von
B, ¢, ¢ sind. Fiihrt man unter dem Integral

£ (g, Vg, Ugs 06) = Ug fur (%g - -+) + Vo Lo (% - )
ein und setzt

@)
f{fu (uo,vo,uo,'vo)du +f,, (uo,vo,uo,'vo)dv }=S(ﬁ @ 04) i
() s By 3

cos w cCos w
[

dann ist zu zeigen, daB

%8([33“1:“)= 0
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ist fiir jedes «. Dafiir ist

(29) o

3«8}9‘\8 0

notwendig und hinreichend. Denn daraus folgt
0
’a‘s;' =a(B,%),
und da (B, &, ) =0 ist fiir jedes §, also auch
0
—‘38(/9: “1’“1) =0,

und da ¢ in a(B,«,) nicht vorkommt, ist ‘S—a(ﬂ «,) =0 fiir jedes «.

Die Differentiation des Integrals erglbt wegen u,(1,4)=U(e, B),
v (4, 4) =V (e p)

3 fu'(uo,vo,ug,vg)@+ fv'(uo,vo,ug,vg)_a_lf

Er GOS @ e cOS @ e’
und da
U
8afu (“o:"’o:'“o:”o)'[' f” (%g5 95 %45 93)
COS w =
5U Z?V
f<U v, "o:’ﬁot)
ist,
8U oV
(o,
’ da

Wegen Gleichung (28) ist Glelchung (29) erfiillt. Also sind die schiefen
Kquidistanten (24) geoditische Aquidistante im Sinne der MaBbestimmung

f . Als Gefillkurven der Schar geoditischer Aquidistanten sind die

cOos @

Kurven
I u=1wu,(t,A4)
(25) o=, (t,4)
f

geoditische Linien der MaBbestimmung —-— und befriedigen daher die
Gleichung

(10) G-P(u,0)+ 5. fr — 55fw =0
fiir
1
. P=cosm=p(u"v)’ u=uo(t’A): ”=”0(i’A)s

d. h. die Gleichung (17). Also ist die Integrabilititsbedingung erfiillt und
das Netz ist ein Gewebe.

An die urspriingliche Integrabilititsbedingung (12) 1a8t sich eine Be-
merkung iiber den auf Gewerbekurven gemessenen Abstand zweier Punkte
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kniipfen. Aus Gleichung (12) folgt, daB eine Funktion ¥ («, ) = @ (u,v)
existiert, fiir die

r ou 99 ) ‘zg—f( ou ég)
(u, ’U,‘a'&, "a_a): 9ﬂ = U,v, 3ﬂ’ 35

gilt. Benutzt man die Gleichung (15), so findet man aus

et~ )+ o )= 2) =0,

%(pfu’(uo“') aé)"!'aﬂ(pﬂ (uo ) g_'f)=0

wegen
o(u,v)
wap T
(30) 0@ =p- “fw (uo ) 3@ =Pty (uo )

woraus man durch Integra.tlon die Funktion @ (u,v) findet, die bis auf
eine willkiirliche Konstante die auf dem Gewebe gemessene Bogenlinge
darstellt. Es ist

i 2’0 ]
Gude  ovom p-G+ auf" (%) = E%f“’(uo"')'
Fiir ein gestreiftes Gewebe gilt
o )
g ) = 2(w,0) 2, fo(up...) = 4(u,0) 22,
und wegen
d
0=G(u0.’vo)~duf,, (% —g‘,_,fu’(u()"')
v=Konst, % = konst.
ist weiter
A= p(p)
so daB aus Gleichung (80) d® = u(p)pdp
(31) D (u,v)=M(p)+C
folgt bei
aM _ pfu(u-.) _ Pl (%--r)
dp — 3; 313 =ip.
‘3u v

ﬁ.’ﬁr ges.trez‘ﬂe Qewebe ist also die auf den Neizkurven gemessene Bogen-
linge eine Funktion von o allein. Es gilt auch die Umkehrung: Aus

2 (u,2)=M(p)+C
und Gleichung (30) folgt nimlich

, M ap
pfu (uon E iy 0,
, dM dp
Pfu(uo...) dp..é.‘;___.()’

Mathematische Annalen. 100. 2
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also wegen p =0, 0%‘ =+ 0

0 [
-a—ffur(uo...)-—ng,;(uo...)=0, -

d. h. p =konst. lings der Transversalen der Winkelhalbierenden.

Aus (31) folgt, daBl simtliche Punkte des gestreiften Gewebes, die auf
einer und derselben Aquidistanten liegen, den auf dem Gewebe gemessenen
»Abstand“ null haben, weil ja lings dieser Kurven p = konst. ist. Die
Gleichung (81) gilt nicht, wenn p» im ganzen Bereich konstant ist. Ein
solches gestreiftes Gewebe mit iiberall konstantem Maschenwinkel

2w =2arc cos— bilden z. B. fiir f= Y »’? + v’ in einer Ebene die beiden

Scharen Ioganﬁhmlscher Spiralen, deren Gleichungen in Polarkoordinaten
r =e*%¢ gind. Die Winkelhalbierenden dieses gestreiften Gewebes sind
Extremalen, nimlich die Geraden durch den Nullpunkt.

V.

Zwischen den eben bewiesenen Sitzen und dem Hilbertschen Unab-
hingigkeitstheorem besteht ein Zusammenhang, der die Wirksamkeit der
Finslerschen Erweiterung des Winkelbegriffes erklarlich erscheinen 1a8t.
Zu den Sitzen II und III iiber allgemeine Gewebe fiihrten zwei wesent-
liche Schritte: erstens die Umformung der Integra,blhtatsbedmgung (12)
in die Euler-Weierstrasche Differentialgleichung (17) G (p-f) = 0; zweitens
der Nachweis, da8 schiefe Aquidistante eines Netzes mit dem halben
Maschenwinkel @ geodatische Aquidistante im p-.f-Sinne darstellen, daB

also die Winkelhalbierenden &{sf?; -Extremalen sind, wenn ihre Transversalen

schiefe Aquidistante des Netzes darstellen. Der erste Schritt wurde hier
dem eigentlichen Beweis als eine identische Transformation der Integra-
bilitétsbedingung vorangeschickt, die sich zwar unschwer durchfithren 1a8t
deren Nutzen aber von vornherein nicht einzusehen ist, so da sie als ein
erst nachtriglich gerechtfertigter Kunstgriff erscheint. Wahrend der zweite
Teil des Beweises nicht entbehrlich ist, erspart man sich die Aufstellung
der Integrabilititsbedingung und ihre Diskussion durch Anwendung des
Hilbertschen Satzes, der fiir ein Weilerstrallsches Variationsproblem

&
(32) 5f<p(u,'u,u’,v’)dt:0
%

bekanntlich folgendermafen lautet:
Sind du“ =uy(%,v), %’- = v, (u, v) die Differentialgleichungen der co*

Extremalen eines Feldes, dann ist das Integral
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J.{u'g%,q)(u, v, %5, 05) + fv'??)—, o (u, v,u{,,vé)} dt
©
von dem ganz im Felde liegenden Integrationsweg C = (u (%), v(f)) unab-
hiingig, also eine Funktion allein von dem Anfangs- und Endpunkt des
Integrationsweges. Dabei muB der Weg (u(t),v(?)) stetig sein und bis
auf endlich viele Ecken in jedem Punkte eine Tangente besitzen.
Man setze nun

o (u,v,u’,v')dt =ds
()

und fithre den von der Kurve (% (#),»(?)) zu der durch den Punkt gehen-
den Extremalen (u,(2), v,(t)) des Problems (32) gemessenen Winkel o
durch

’M'(pu'(uo, Vo5 g, v§) + v’ @y (uo’ ”o»u(’!’vf'y) . 1
@ (u,v,%',v") w (%, )

cos w =
()

ein; dann geht das Hilbertsche unabhéngige Integral, lings eines geschlos-
senen Weges erstreckt, iiber in

(33) fcoswds = 0.
° (9 @

Nun sei nach dem Verfahren des Satzes III ein Netz

u=u(c,p)
(26) { v=v(,p)
konstruiert, dessen Winkelhalbierende (im f-Sinne)
(25) { u=1u,(t,4)
v=1,(1,4)

r

CcOos w
f-Sinne von den Netzkurven zu der Winkelhalbierenden gemessene Winkel
verstanden. Dies wird genau wie oben bewiesen. Die Konstruktion des
Netzes (26) wird wieder auf einen Bereich beschrinkt, in dem die Diffe-
rt?ntialgleichzing der Schar (25) keinen Verzweigungspunkt hat, so daB
dieser Bereich ein Feld im Sinne des Variationsproblems (32) darstells,
wenn man

Extremalen im Sinne der MaBbestimmung sind, unter o der im

r __f(u:v %, v’)
qo(u,v,u,v):——goé—gm

setzt. Man beachte, daf

(cos @ == 0)

€oS W = COS W
()

ist, m}d wende auf einen aus Netzkurven gebildeten geschlossenen Weg
den Hilbertschen Unabhingigkeitssatz in der Form der Gleichung (83) an:
PAd
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coswds.—_fcosm ! dt:fdszo,
S @ @ Y cos @ g

womit Satz III schon bewiesen ist.

Es ist einleuchtend, da8 die Sétze Ib, Ic und IT sich nicht mit
Hilfe des Hilbertschen Unabhangigkeitssatzes beweisen lassen, dagegen
wohl Satz Ia und der Hilfssatz.

Beweis fiir Satz Ta. Wenn das Netz spiegelbildlich zu Extremalen
im f-Sinne und gestreift beziiglich ibrer Aquidistanten ist, kann man
auBler wie beim Beweis von Satz IIT so vorgehen: Die Anwendung des
Hilbertschen Integralsatzes fiir ¢ = f auf eine geschlossene Kurve, die aus
zwei Adiquistanten und den von ihnen herausgeschnittenen Stiicken der Netz-
kurven besteht, liefert, da lings der Aquidistanten cos w =0 ist, die Gleichung

@ )
Jeosaw,ds,+ | cos wpds, =0,
® &

L= kanst. oc=konst

in der

ds, =f(u, v, u,, v,)de |g=xonst.,
Fig. 5. dsﬂ = f(u, v, uﬂ’ ”ﬂ) dﬂ ‘a:konst.

gesetzt ist. oder, wenn die Aquidistanten die Kurven g= g, und =48,

trefien:
@ @
! —
(‘1{ cos o, ds, + (é]; cosw, ds, =0

bet
dse, = f(u, ¥, Uo, v.) B |p=p,, DS, = (%, V, Ua, Vo)A g3,

Da 0, = w, lings der Aquidistanten konstant und cosew,= 0 ist, folgt
durch Grenziibergang )

ds,+ds, =0, ds, +ds, =0.

Integriert man diese Gleichungen iiber Kurvenstiicke des Netzes, die
zwischen gleichen Aquidistanten liegen, dann erhdlt man den Inhalt des
Hilfssatzes; durch Integration iiber ein ganzes Netzviereck dagegen den
des Satzes Ia.

Der Hilfssatz 1iB8t sich hier noch etwas allgemeiner aussprechen, als
er oben gebraucht wurde:

p
CcosS @
schneiden anf den Kurven des zur Extremalenschar mit dem Winkel
o == arc cos% spiegelbildlichen Netzes gleiche Langen Jfdt aus.

Die Transversalen einer Extremalenschar im Sinne p-f=
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Beweis. Die Gleichung (33) erhilt fiir ¢ ——/— die Form

cos w

f f cosaw' dt =0,

cos w
©

wobei @’ der Winkel zwischen dem Integrationsweg und der Extremalen
ist, w der halbe Maschenwinkel. Der Integrationsweg sei derselbe wie oben.
Lings der Transversalen ist

cosew' =0,
lings der Netzkurven
cosw’ = CoOS w;

also folgt
@ @

[rat+ [rdt=o.
@ 6
Offenbar enthdlt dieser Hilfssatz den fritheren; denn f-Extremalen
sind auch p-f-Extremalen, wenn p=p (u,v) lings der Transversalen
konstant ist. Andererseits liefert er mit den Gleichungen (17) und (10)
zusammen den Satz IL.

VL

Die im vorhergehenden bewiesenen Sitze sind dank der Finslerschen Ter-
minologie eine fast wortliche Verallgemeinerung derjenigen, die Herr Rothe '7)
fiir den speziellen Fall der Riemannschen MaBbestimmung bewiesen hat.
Nur an einer Stelle miissen die Sitze wesentlich anders formuliert werden,
und das 148t hinsichtlich der Gewebe auf Flichen im Euklidischen Raum
auf eine Eigenschaft schlieBen, die, wie sich zeigen wird, zwar nicht auf
den Fall der allgemeinen MaBbestimmung iibertragbar, aber auch nicht fiir
die Riemannsche MaBbestimmung charakteristisch ist.

Im vorhergehenden spielt mehrmals folgende Konstruktion eine Rolle:
Ein Netz ist spiegelbildlich zu der Kurvenschar, deren Transversalen
schiefe Aquidistante der Netzkurven sind. An den entsprechenden Stellen
der Untersuchungen von Herrn Rothe wird verlangt, das Netz soll zu den
schiefen Aquidistanten selbst spiegelbildlich sein, nicht zu der Schar, deren
Transversalen die Aquidistanten sind. Fiir die Riemannsche MaBbestim-
mung ist dieser Unterschied tatsiichlich belanglos, denn auf Flichen im
Euklidischen Raum ist ein zu einer Kurvenschar spiegelbildliches Netz

auch zur Transversalenschar spiegelbildlich, wenn man nur die eine Schar
der Netzkurven entgegengesetzt orientiert.

%) R. Rothe, Uber die Bekleidung einer Fliche mit einem Gewebe, Sitzungsber.
dB. MG 7 (1907), 1. Stiiek, S. 17.
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Bei einer beliebigen MaBbestimmung trifft dies durchaus nicht zu;
andernfalls miiite ja aus

U fu (%, v, uf, V8 + v o (w, v, uf, v}) __up fu (%, 0, ug, v§) +vp o (u, v, 4§, v§)

flu, v, uy, v,) f(u, v, ug, vg)
und
’ ; r ' ror
U fu'(u: v, Uy, ?)o) + V1 f’D'(u, v, Y%y, 'Uo) =0
stets
Uq ful(u’ v, 'IL{, 171’)’{""70: f”'(u’ v, u;{) ’U{) _ uﬂf“’{u: v, u]{) ?){')”"Uﬁfo’(u, v, 'u'l,; ‘U{)

f (%, v, ug, vs) f(u,», ug; vg)

folgen, was z. B. fiir f= 4Vu'4 - »'* nicht der Fall ist.

Aus der eben bemerkten Eigenschaft der Netze der Flichen im Eu-
klidischen Raum ergibt sich:

Das Netz

u=u(e, §)
=0 e
ist das Diagonalnetz des Netzes der Winkelhalbierenden (im Sinne der

Riemannschen MaBbestimmung)

u=1u,(t, 4)
2 0
(25) { v=10,(t,4)
und ihrer Transversalen

u=wu, (7, B)
(‘24) { v=v,(z, B)
und umgekehrt.

Dabei sind Diagonalnetze folgendermaBen definiert: Zwe: Neize sind
Diagonalnetze zueinander, wenn gegeniiberliegende Ecken eimes esnfachen
Netzviereckes des esnen Netzes auf etner und derselben Kurve des anderen
Netzes liegen, fiir den Foll, daf3 simtliche Seitenlingen des Netzvierecks
gegen Null streben,

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Diagonaleigen-
schaft der Netze (26) und (24, 25) ist

D | UaV— Vatty — (Ua ¥ — Vo uf)

ug vy — Vp Uy Ug V] — Vg Uy

@), (@), @.-G)_ |

d : = ~1.

@,- @), @,-@.

Da im Sinne Riemannscher MafSbestimmung die Kurvenscharen (25)
und (24) orthogonal sind und mit dem Netz (26) der obigen Bemerkung

oder
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zufolge gleiche Winkel einschlieBen, ist das Doppelverhiltnis der vier
Richtungen tatsichlich gleich —1, und die Netze (24, 25) und (26) sind
Diagonalnetze, wie behauptet wurde.

Nun ist der Begriff des Diagonalnetzes rein lagegeometrisch, andrer-
seits entspricht der Orthogonalitit die Transversalitit der allgemeinen
MaBbestimmung. Daher méchte man vermuten, da allgemein ein Kurvennetz
(26) Diagonalnetz ist zu dem Netz der Kurven (25) und ihrer Transversalen
(24), wenn nur das urspriingliche Kurvennetz spiegelbildlich ist sowoht zu
der Schar (u,,v,), als auch zu der Schar (%, v,). Diese Vermutung
bestitigt sich indessen nur bei Beschrinkung auf MaBbestimmungen
flu, v, %', »") mit symmetrischer Transversalititsbedingung, fiir die also

die Gleichungen

(34) { wity (... %, 00) + vify (.. u5,05) =0
gy (oo oud, 01) + 05y (oo ul, v1) =0

zugleich befriedigt sind.

Die Indikatrix des entsprechenden Variationsproblems ist eine Eilinie,
deren Halbmesser sich zu Paaren konjugierter zusammenfassen lassen.
Herr Radon®) hat, von diesem kurvengeometrischen Problem ausgehend,
simtliche Funktionen f bestimmt, die den Gleichungen (34) geniigen. Da
ich von der oben charakterisierten Fragestellung — Ubertragbarkeit der
Diagonaleigenschaften von Netzen auf den Fall allgemeiner MaB8bestimmungen
— ausging, gelangte ich zu den Funktionalgleichungen (34) und habe aus
ihnen unmittelbar die Funktionen f bestimmt. Man geht etwa so vor:
Wenn zundchst vy > 0, o > 0 ist, wird

e M
gesetzt. Dann folgt aus (34) wegen u'fy + v'fy =Ff
_ f(u,v,2,1)

fu (u,v,2,1)°
(v, w, 1)
fu (u, v, w, 1)°

% und v treten nur als Parameter auf und werden im folgenden fortge-
lassen; man setzt noch

w =z

=W

f(z’ 1)=f(z),
fule, =1 () =2

1%) J. Radon, Uber eine besondere Art ebener konvexer Kurven. RBerichte d.
Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss, Math-Phys. KL 68 (1916), S. 123fi. Vgl auch: P. Funk,
Ubfvr den Begriff ,extremale Krimmung“ und eine kennzeichnende Eigenschaft der
Ellipse, Math. Zeitschr. 3 (1919), S. 87£.
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und erhilt
(35) ’
P AC)
f(w)

Die Bedingungen f’(z) +0, f'(w) =0 sind wegen der Voraussetzung

93>0, »{>0
sicher erfiillt. Aus (35) folgt mit ]{i(% —y(2):

() +y(z—y()=0,
und wenn man noch
z—y(z)=9(z)

setzt :

z—@(z) +o(2) —@(pk)=0,
also . .
(36a) ?(p(2)==2.

Man wahlt also irgendeine Funktion ¢ (z), die mit ihrer Umkehrungs-
funktion identisch ist; ihr geometrisches Bild in einer z-g-Ebene ist eine
zur Geraden z = ¢ symmetrische Kurve. Durch Integration erhilt man:

az

(6= 0ol =,
muB also zu (36a) noch die Bedingung
(36b) p(z)—2+0
hinzufiigen. C ist eine willkiirliche Funktion von % und ». Aus

() =1(%.1)
folgt
f dz ,
(87a) flu',v')=1v'Ce’ 79, z=1:7, ' >0.

Da die Gleichungen (84) fiir jedes beliebige Verhaltnis :—‘f und das
0
z. B. aus der ersten der Gleichungen berechnete Verhaltnis %‘; erfiillt sein

1

sollen, bedeutet die oben benutzte Voraussetzung vy > 0, v >0 keine
Einschrinkung. Die Form (87a) versagt aber fiir o' < 0. In diesem Fall
fithrt man eine entsprechende Betrachtung durch; insbesondere ersetzt
man, wenn o/ verschwindet, da ja nicht zugleich auch #’= 0 ist, z durch

=%. Man erhalt dann
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- az
(37b) flu, o) =u'Ce’t Y, =2, G(@()=¢, w' >0.

u

@ (z) und () sind nicht unabhingig: fir 4’ >0, v" > 0 ist

@ (2)-9(¢)=1.

Man verifiziert leicht, daB umgekehrt jede Funktion (37a) oder (37b)
zu einer symmetrischen Transversalitidtsbedingung filhrt. Also stellt (87a),
(87b) die allgemeine Losung der Funktionalgleichungen (34) dar. Speziell
ist die Riemannsche MaBbestimmung

f=7VEw?+2Fu'v' + Gv'®

durch die Hyperbel
Fz+@
p(z)=— Ez iy

charakterisiert. Die Mannigfaltigkeit der eindeutigen Funktionen ¢(z),
die den Bedingungen (86a) und (86b) geniigen, ist indessen sehr viel
groBer, es gibt also auBer der Riemannschen noch sehr viel MaBbestim-
mungen mit symmetrischer Transversalititsbedingung im Gegensatz zu
dem Ergebnis bei dem raumlichen Problem *7).

Um von einer Mafbestimmung mit vertauschbarer Transversalitats-
bedingung zu reden, muB noch bewiesen werden, da8 die genannte Eigen-
schaft der Funktion f(u, v, %', v’) gegeniiber der reguliren Punkttrans-
formation

(38)

u::u( » ) 2 (u,v)
{ 2s,5) T 0

invariant ist. Das ist tatsichlich der Fall. Denn wenn durch die Trans-
formation (38) f(w, v, ', v’) in

— = o o o\ D 0w _ _ 0v _
g(u,v,u',v')sf(u(u,v),v(u,v),a; aZ ’ T:; ;+ v ,)
iibergeht, ist
#, 9w (%, , Wy, Bg) + 73 g5 (&, T, Gy, B;)
= u) f,.(u, v, %}, v3) + vy fp{u, v, %y, V),
%o g (@, 0, Wy, 0;) + 0595 (W, T, ., B])
= Uy f (%, 9, Uy, 9]) + 01 (u, v, 2, 97). *F)
Die durch die Gleichungen (87a, b) charakterisierten MaBbestimmungen
) Vgl. W. Blaschke, Riumliche Variationsprobleme mit symmetrischer Trans-

versalititsbedingung, Berichte d. Kgl. Sichs. Ges. d. Wiss., Math.-Phys. K1, S. 50 ff.
%) Vgl z. B. O. Bolza, a.a. 0. S. 347.

%
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nehmen insofern eine Mittelstellung zwischen der Riemannschen MaBbe-
stimmung und einer ganz beliebigen ein, als bei der Riemannschen MaB-
bestimmung (und nur bei ihr) jeder Winkel von der Reihenfolge der
Schenkel unabhiingig ist, bei der eben betrachteten nur der rechte Winkel,
und bei einer beliebigen MaBbestimmung gar kesn Winkel. Darauf beruht
auch der schon oben angedeutete Zusammenhang mit der Diagonaleigen-
schaft von Kurvennetzen, der sich so formulieren 148t:

Satz IV. Die Kurven

u=1uy(t, 4)

(26) { v =v,(t, 4)

maogen die Winkelhalbierenden (im f-Sinne) des Netzes
u=u(e, B)

(27) {Q):”(“a ﬂ)

sexn, und die Kurven
% =u,(v, B)

25 !
(25) { v =, (v, B)

die Transversalen der Kurven (26).
Dann ist von den drei Tatsachen:
1. Die Transversalititsbedingung von f(u, v, u’, v’) ist symmetrisch;
2. Die Kurven (25) halbieren den Aupfenwinkel des Netzes;
8. Die Kurvennetze (27) und (25, 26) sind Diagonalnetze;
eine jede die Folge der beiden anderen.
Be weis. Die allgemeinen Voraussetzungen des Satzes sind:

e fur (o5 Vo, %5 08)+Va For (%95 Vo, %§59) %g fur (g5 %05 ug, 0§)+0g For (590, 4§, 0§)

= CO8 @) ==

£ (%, %, %) f(u, 9, ug, vg) ’
(40) U (o5 s %gs ¥g) + 01 Fyr (Uos o5 g5 ¥y) = 0.
Die erste der drei Zusatzbedingungen ist
(41) Ug fy (%> vy w1, 07) + 03 £ (U, vgs g, 0) =0,
die zweite

= cos '

(42) c0s . = U fur (%5 01, 4], 0)) + Vp for (U, vy 5 ul, 0])
f(u7 V, U Vg)

_ up fur (U 15 u{’”{)'!'vﬂfv’(:“n vy, %1, V1)

_ ’
f(u, v, ug,vg) = cos g,

die dritte

(43) D= (ualvl,) - vau:)) (uﬂvl,. - vﬂu;) + (uﬁv{) - ‘vﬁu:)) (%a'oi - ”auﬁl.) =0.
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a) Aus (39), (40), (41), (42) folgb
(44) { ) = — A f Uy Vs U35 0§)s VL = A, (g, B0 %5, 95) (4 +0)
' wg = —%f, (U, vy, %3, v1), V=21, (%, v, uy, vy (x+0),

D=uxf(u,v,u

a’a

v,)cos o’ Af(u, v, uﬁ,vﬁ)cosa)
— xf(u, v, ug vg)cos ' Af (u, v, %,, v,)c0s @,

also °
D =0.

b) Aus (39), (40), (48) folgt
0 =(u, vy — v,%5) Acos o f(u,0,ug, vp)+ (Upv5 — vguy) AcOs 0 f (%, ,%,,7,),

und wegen 1cosw 0, f(u,v,u%,,9,)+0, f(u,,us v5) 0

0= (T T e sgro) — % s T Famoag o)
dazu die Gleichung (42)

0 = fyu (s 05 0, 2]) (5o )

)

fu, v, %y, v,) f(u, v, uﬁ’ ’Uﬁ)

Va /3
=+ f (ula (2% up ’01) (7 (%> v, %q, va) +f(u v, ug, vp)
Also ist
Vg Fyr (Uy, 0y5 s, 07) 4 Ug (%, 03, %, 0) =0,
denn
U, + ug
f(u, Vs Uy, Ua) f(u’ v, Ug, 7)3)
Ve + vg —
f(u: Y, Uq, 'Ua) f('”ﬁ v, uﬁ9 'Uﬁ)
ist wegen 0(%,v) = 0 ausgeschlossen.
(e, )

c¢) Endlich folgt durch Elimination von wj}, v, %{,v, aus Gleichung
(43) mit Hilfe von (40) und (41)

u“f"' (ullvl’ ’"'1,.’ ”{)+vafw' (uv 0y, U, 7’{) + ug fu (ux{”p un )‘{“vﬁﬂ’ (“1,”1’ ul’.’ ”1’.) =0
1 (%, v, %, Va) f(u v, ug, '0,8) ?

d. h.

COS ) = cos wj.

Damit ist der Satz bewiesen.

VII.

Die Gewebe auf Flichen im Euklidischen Raum weisen, obwohl sie
d’urch Merkmale definiert sind, die nur den Begriff der Bogenlinge benutzen,
einige charakteristische Kriimmungseigenschaften auf, die in der folgenden
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von Herrn Rothe!®) bewiesenen Relation ihren Ausdruck finden:

0Pod 0(2w,2

(45) (0.— 95) 75 55 = srapys

darin bedeuten g,  bzw. gﬂ die geoditische Kriimmung der Gewebekurve
o = konst. bzw. = konst., @ (e, f) den auf dem Gewebe gemessenen
Abstand des Punktes (¢, 8) von einem festen Punkt, 2 den ganzen
Maschenwinkel des Gewebes. Im Gegensatz zu dem oben Untersuchten
scheint sich dieser Satz nicht auf den Fall der allgemeinen MaBbestimmung
iibertragen zu lassen, wenigstens nicht in so einfacher Form. Das soll
zum Schluf kurz dargetan werden.

Fiir eine Kurve im zweidimensionalen Raum hat man als geoditische
Kriimmung im Sinne der MaBbestimmung f(u, v, ', v") die von Herrn
Finsler %) als ,erste Kriimmung“ bezeichnete Invariante gegen Punkt- und
Parametertransformation

G(u,’v) _ 1 . I,v” I Il>f+ agf agf
:!:W ﬂ:W[ 10 50 8u auav]

anzusehen, die schon von Landsberg®!) als ,extremale Kriimmung“ in die
Variationsrechnung eingefiihrt wurde.

Unm eine der Gleichung (45) analoge Relation zu finden, wird man
fiir die Kurven &« — konst. bzw. f = konst. des Netzes

u=u(s, )
{ v =v(e, )
gemiB der Gleichung (46) die Funktionen k(«), .. wnd k(B) _yony.
bilden und zwischen ihnen eine aus dem Gewebecharakter des Netzes fol-
gende Verbindung herzustellen suchen. Um die Formeln zu vereinfachen,
wihle man als Netz der Parameterlinien das Gewebe selbst, eine offenbar
unwesentliche Einschrankung, von der auch bei der Rotheschen Gleichung
(45) Gebrauch gemacht ist. Durch die Transformation (47) wird

flu, v, v, 0") =g(a, B,¢, §'),
und wenn man auf den Netzkurven noch & bzw. f§ selbst als Parameter
einfithrt, wird fiir
(48) {a:konst., o« =0,0"=0,p5=1, =0, 9, =9(«p,0,1)
B=konst., «'=1,¢”"=0, =0, p"=0, g,=g(e,p,1,0).

(46) k=

(47)

%) R. Rothe, Uber die Bekleidung einer Fliche mit einem Gewebe (,Kurven-
netze ohne Umwege*), Sitz.-Ber. d. B.M. G. 7 (1907), 1. Stiick, S. 12

20) P. Finsler, a.a. 0. 8. 594

21) (), Bolza, a.a. 0. S. 346.
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Die Gleichung der Winkelhalbierenden des Netzes ist jetzt
=eo,(t, 4
( 49) { « % ( )
B=Bo(t, 4), )
und fiir den halben Maschenwinkel v = w(«, f) des Netzes gilt

9a’(“’ B, c‘(;’ ﬁ(:) — gﬂ'(“’ ﬁ9 ‘x((s ﬁ(‘)
g(«,8,1,0) g(«,8,0,1) °

Die geoditischen Kriimmungen der Netzkurven sind

(50) cos @ ==

a* 22
k(o) =k, = dadf’ g(d,ﬂ,l,o)—wg(a,ﬂ,l,O) 1oy o
(51) Y V9:(e,8,1,0)-9%(e, 8,1,0) ’ 9.1 «'® 58" 88
2® 5%
B d 09(06,}9,0,1)-5——:-,-g(a,ﬂ,0,1) L
b (B)= k= =t foe s =75 g=gaa

,/gl (“, ﬂ; 0’ 1)‘98(05: ﬂ: 0’ 1)
Die Homogenitdtsbedingung fiir g liefert die Gleichungen

{ g_(“v 8,1,0) =9a'(‘xa 8,1,0),

9(“, /3: 0, 1) =9ﬁ'(“; ﬂ’ 0, 1)'

Fiir das Folgende empfiehlt es sich, einen von Herrn Berwald*®) in die

Differentialgeometrie allgemeiner Raume eingefiihrten Begriff zu benutzen.

Er definiert den Flicheninhalt 3 des von den Vektoren (&, x,) und

(&, n,) aufgespannten Parallelogrammes in bezug auf das Linienelement

(«, B, ', ') durch die Gleichung

(& s bas g e Bie’ f) = Vg, (e, B, e, B7)-9°(a, B &', B') (&2 — &1y
Danach hat das von den Tangential-Einheitsvektoren (1, 0) und (0, 1)

der Kurven ¢ = konst., 8 = konst. gebildete Parallelogramm den Inhalt

(83) v(e)=71g,(2,8,1,0)-4°(2, 5, 1,0)

beziiglich der Tangente der Kurve f = konst. als Linienelement, und den
Inhalt

(54) v(8)=7V9,(«,8,0,1)-9°(e, 8,0, 1)
beziiglich der Tangente der Kurve « = konst.
Nur im Sinne der Riemannschen Metrik ist

aoc'lgl 1‘919 b

wie man leicht zeigt %),

(52)

%) L. Berwald, Uber zweidimensionale allgememe metrische Rdume, I. Teil,
Journ. £. d. r. u. ang. Math. 156, Heft 3.

%) P. Funk und L. Berwald, Flicheninhalt und Winkel in der Variationsrechnung,
Lotos, Prag, 67/68 (1919/20), §. 47.
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Endlich mu8 man noch neben dem bisher betrachteten halben Maschen-
winkel, der von den Netzkurven zur Winkelhalbierenden gemessen wurde,
die Netzwinkel 2 w, und 2 w,, einfithren: 2 w, wird von der Kurve f = konst.
zur Kurve o = konst. gemessen, 2 w, im entgegengesetaten Sinne.

Im allgemeinen ist
20,+2w 8>

20, +20 2w,
Fiir die Cosinus dieser Winkel findet man

gor (2, 5,0, 1)
g(«,8,1,0)°

und wegen Gleichung (52)
{%%%ﬂJ,M@%2wf=%%%ﬂﬂLU

95 (¢, B,0,1)-cos2wp=gy (e, §,1,0).
Bei Anwendung der Gleichungen (58), (54) und (55) folgt aus (51)
(%{uwwa=£wmmmnmmm—§%mmnm

() w(B) = — 55 (0. (. B, 1,0)00520,] + =gy (2, 8, 0, 1).

Jetzt wird die Voraussetzung benutzt, daB die Kurven e« = konst.,
B = konst. ein Gewebe bilden: es existiert eine Funktion D (e, B), fir die

{Mamlm—@

98 (%, 8,1,0)

cos 2w, = 9(e, B,0,1) >

cos 2 W=

(85)

57)
k (OC, .350 1)_a®

1st. Aus (57) und (52) folgt durch Addition der beiden Gleichungen (56)

00
k(e)-y(e)+k(B)- w(ﬂ)*——[ cosZcoﬂ} .8[ cos2w]
. k(e)y (e) + £ (8)- v (B)

5 25
(58) aaﬁ(COSZwﬂ—cOSZw)—l—aﬂaa cos 2 @ Z@a;cOSZw

Diese Gleichung stellt die Verallgemeinerung der Rotheschen Relation
(45) dar, einen Zusammenhang zwischen Kriimmung, Bogenlinge, Winkel
und Fliche des von den Tangential-Einheitsvektoren gebildeten Parallelo-
gramms eines Gewebes. Im allgemeinen scheint diese Beziechung sich nicht
vereinfachen zu lassen. Setzt man

voraus, so beschrinkt man sich schon auf die Riemannsche MaB8bestimmung

g=VEd*+2F' g’ + QB>
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ebenso durch die Annahme

"/’(“, B,1,0)= 1/’(“9 8,0, l)zy’(“a ﬂ)
Dann erhilt man
o 82, D)
v (@, B)-[b(e) + ()] = —sin 2. 2220
worin nach Gleichungen (53), (54), (55) und (57)

p(a, B) =+ VEG — F*, cos2w =

VE=3

S

, Ya=

N
Q| ™D
=l

_F_
+VEG’
ist; also

— (k@) + k() 5555 = “srm-

Dies ist tatsichlich die Formel (45), da
k(a) = kﬁ = gﬁ:konst.’
k(ﬂ) = ka = — 9 u—xonst.

zu sebzen ist, um fiber das Vorzeichen der geoditischen Kriimmung, das
Herr Finsler offen 1iBt, der klassischen Differentialgeometrie gemiB zu
verfiigen 24),

l

?4) Vgl z. B. J. Knoblauch, Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen
Flichen, 8. 248.

(Eingegangen am 20. 11. 1927.)



Uber die partiellen Differenzengleichungen der
mathematisehen Physik.

Von

" R. Courant, K, Friedrichs und H. Lewy in Gottingen,

Ersetzt man bei den klassischen linearen Differentialgleichungs-
problemen der mathematischen Physik die Differentialquotienten durch
Differenzenquotienten in einem — etwa rechtwinklig angenommenen —
Gitter, so gelangt man zu algebraischen Problemen von sehr durch-
sichtiger Struktur. Die vorliegende Arbeit untersucht nach einer elemen-
taren Diskussion dieser algebraischen Probleme vor allem die Frage, wie
sich die Losungen verhalten, wenn man die Maschen des Gitters gegen
Null streben 148t. Dabei beschranken wir uns vielfach auf die einfachsten,
aber typischen Fille, die wir derart behandeln, daf die Anwendbarkeit
der Methoden auf allgemeinere Differenzengleichungen und solche mit be-
liebig vielen unabhéngigen Veranderlichen deutlich wird.

Entsprechend den fiir Differentialgleichungen geldufigen Fragestellungen
behandeln wir Randwert- und Eigenwertprobleme fiir elliptische Diffe-
renzengleichungen und das Anfangswertproblem fiir hyperbollsche bzw.
parabolische Differenzengleichungen. Wir werden an einigen typischen
Beispielen beweisen, daB der Grenziibergang stets moglich ist, nimlich
da8 die Losungen der Differenzengleichungen gegen die Losungen der ent-
sprechenden Differentialgleichungsprobleme konvergieren; ja wir werden
sogar erkennen, daf bei elliptischen Gleichungen i. a. die Differenzen-
quotienten beliebig hoher Ordnung gegen die entsprechenden Differential-
quotienten streben. Die Losbarkeit der Differentialgleichungsprobleme
setzen wir nirgends voraus; vielmehr erhalten wir durch den Grenziiber-
gang hierfiir einen einfachen Beweis?). Wihrend aber beim elliptischen

1) Unsere Beweismethode 1Bt sich ohne Schwierigkeit so erweitern, daB sie bei
beliebigen linearen elliptischen Differentialgleichungen das Rand- und Eigenwertproblem
und bei beliebigen linearen hyperbolischen Differentialgleichungen das Anfangswert-
problem zu lésen gestattet.
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Falle einfache und weitgehend von der Wahl des Gitters unabhingige
Konvergenzverhéltnisse herrschen, werden wir bei dem Anfangswertproblem
hyperbolischer Gleichungen erkennen, daB die Konvergenz allgemein nur
dann vorhanden ist, wenn die Verhiltnisse der Gittermaschen in ver-
schiedenen Richtungen gewissen Ungleichungen geniigen, die durch die
Lage der Charakteristiken zum Gitter bestimmt werden.

Das typische Beispiel ist fiir uns im elliptischen Falle das Rand-
wertproblem der Potentialtheorie. Seine Losung von der Loésung des
entsprechenden Differenzengleichungsproblems her ist iibrigens in den
letzten Jahren mehrfach behandelt worden?). Allerdings werden dabei im
Gegensatz zu der vorliegenden Arbeit meist spezielle Eigenschaften der
Potentialgleichung benutzt, so da8 die Anwendbarkeit der Methode auf
andere Probleme nicht ohne weiteres zu iibersehen ist.

Abgesehen von dem gekennzeichneten Hauptziel der Arbeit werden
wir im Anschluf an die elementare algebraische Diskussion des Rand-
wertproblems elliptischer Gleichungen dessen Zusammenhang mit dem
aus der Statistik bekannten Probleme der Irrwege erértern.

L Der elliptische Fall
§ 1.
YVorbemerkungen.

1. Definitionen.

Wir betrachten zunichst in der Ebene mit den rechtwinkligen Koor-
dinaten 2,y ein quadratisches Punktgitter der Maschenweite % > 0, etwa
alle Punkte mit den Koordinaten z =nh, y = mk,

m,n=0,+1,4+2,.... <

% J. le Roux, Sur le probléme de Dirichlet, Journ. de mathém. pur. et appl
(?) 10 §1914), p.189. R. G. D. Richardson, A new method in boundary problems for
differential equations, Transactions of the Americ. Mathem. Soc. 18 (1917), p. 489 4.
H. 